
計算天文学 II 第 7回 常微分方程式の初期値問題 (3)

牧野淳一郎

1 今日の予定

今日は、「硬い」方程式系について、それはどういうものかと、どうやって解くかという話をする。

2 硬い微分方程式

さて、硬い微分方程式とは何かということだが、例えば以下のような化学反応系を考えてみる

2A ↔ B

B ↔ C (1)

各物質の濃度を y1, y2, y3 と書くことにすれば、それぞれの従う方程式は、例えば

dy1/dt = −2k1y
2
1 + 2k2y2

dy2/dt = k1y
2
1 − (k2 + k3)y2 + k4y3

dy3/dt = k3y2 − k4y3 (2)

というようなものになる。

係数がたくさんあって面倒なので、以下 k1 = k2, k3 = k4 とし、初期条件として

y1 = 1, y2 = y3 = 0 (3)

という場合だけを考えることにする。

図 1 に、 k1 = 1, k3 = 20 として、前進オイラー法および後退オイラー法で解いた場合の数値解の例を示す。
k3 が大きいので、A から B に変化するには時間がかかるが B と C の間の変化は速い。この時の定常解は
y1 = 0.3904, y2 = y3 = 0.1524 というところになる。グラフに示しているのは y1 と y2 である。

滑らかに収束しているのは、前進オイラー法で ∆t = 0.025 ととったものと後退オイラー法で ∆t = 0.05 と
とったものである。これに対し、振動的に発散してしまっているのは前進で ∆t = 0.05 の場合である。非常
に点が荒く、途中での誤差が大きいが最終的には真の値にいっているのは、後退オイラー法で∆t = 0.5と極
端に刻みを大きくしたものである。

なお、この計算例では、保存則
y1

2
+ y2 + y3 =

1
2

(4)

を利用して、方程式から y3 を消している。

化学反応系のような非線形の方程式系では、上の例のように速度定数が大きく違うということはそれほど珍

しいことではない。上の例では k3 = 20であるが、これが何桁も大きい場合というのもある。例えば、化学
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図 1: 化学反応系の数値計算

反応といっても天体物理で出てくるような核化学反応を考えると、速度定数が 10桁くらい違うものが出てく
ることはそれほど珍しくない。

このような、非常に時間スケールが違う方程式が連立しているような系を「硬い」系と呼ぶ。こういった場

合にどういう方法を使うべきかというのが今日考えていきたいことである。

2.1 「硬さ」の定義

最初に見たように、例えば化学反応系などでタイムスケールが非常に違うと具合の悪いことが起きるわけで

あるが、この具合の悪さというのは具体的にはなんだろうか？また、これはどういう意味で「硬い」のであ

ろうか？

例によって、方程式が線形の場合について考える。非線形の場合は、局所的に線形化することで硬さを定義

することになる。非斉次の線形常微分方程式

dy

dx
= Ay + ψ(x) (5)

の一般解は

y = φ(x) +
N∑

j=1

cj expλjx (6)

で与えられる。ここで、φ は方程式 (5) を満たす特殊解である。

さて、この方程式が安定であるとすれば、固有値 λj はすべて実部が負である。ところで、前回の安定性領

域についての議論でちょっと話したように、大抵の数値解法は絶対安定性領域が左側に有界である。これは、
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言い替えると、時間刻み h を、適当な定数 M を使って

h <
M

max |<λj |
(7)

という制限を満たすようにとらないといけないということを意味する。 M は実際には安定性領域の左側の

限界値ということになる。

さて、こういった問題で、どのあたりまで計算しないといけないかというのを考えると、実部の絶対値が最

小の固有値に対応する成分が十分小さくなるまでということになる。従って、必要なステップ数は、

s =
max |<λj |
min |<λj |

(8)

に比例する程度ということになる。つまり、この値が大きいと、計算が非常に大変になるのである。この値

のことを硬さ stiffness といい、これが「非常に大きい」ときに方程式が硬いという。

どれくらい大きい時に硬いというかは曖昧であるが、 104 を越えると硬いといって間違いない。実用上は、

106 を越えることも珍しくない。

なぜ「硬い」といわれるかという歴史的な事情を紹介しておくと、このような問題は、もともとは機械制御

系、つまり、モーターで棒かなにかを回してその先の位置をセンサでフィードバックして制御するようなも

ので発見された。棒を振り回すとこれは変形するが、棒が「硬い」ほどその変形の周期が短くなる、つまり

固有値の絶対値が大きくなるわけである。

なお、この例からわかるように、本当は固有値の虚数部分も問題である。

非線形方程式
dy

dx
= f(x,y) (9)

の場合には、そのヤコビアン ∂f/∂y によって局所的に線形化した方程式について硬さを定義する、つまりは

ヤコビアンの固有値から決まるということになる。

2.2 A-安定性

さて、この硬さというのが問題かどうかということであるが、仮にある公式の絶対安定領域が左半平面 <z < 0
全体を含んでいれば、硬かろうがなんだろうが問題ではないということはすぐにわかる。この、絶対安定領

域が左半平面を含むという性質を、ダールキストは A-安定性と名付けた。

A-安定性については、ダールキスト自身による次の否定的な結果がある

• 陽的ルンゲ・クッタ法は A-安定でない。

• 陽的線形多段階法は A-安定でない。

• 陰的線形多段階法で A-安定であるものの次数は 2 以下である。

• A-安定である陰的線形多段階法のうち、局所誤差がもっとも小さいものは台形公式である。

証明は面倒なので省略する。

但し、陰的ルンゲ・クッタ公式については以下の素晴らしい結果が知られている

• 対称な p 段 2p 次公式（陰的ガウス公式）はすべて A-安定である。

さらに、Radau 公式、 Lobatto 公式など、端点を含む代わりに次数が低い公式についても同様な結果が得ら
れている。
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2.3 陰的 RK 法

陰的 RK 法はどんなものかという話を簡単にしておく。陰的 RK には陽的 RK 以上に無限にいろんなバリ
エーションがあり得るが、特に硬い方程式に使われる方法はほとんど collocation method といわれるものに
なっている。Collocation method の基本的な考え方は、「数値積分の公式をそのままなんとか常微分方程式
の解法に置き換えるために、数値積分を使って RK 法の途中の点での解を求める」というものである。

といっても、これではなんだかわかりませんね。例によってまずもっとも簡単な場合というのを考えてみる。

簡単な数値積分の公式といえば、中点公式か台形公式である。どちらも 2次精度である。台形公式はそのま
ま数値解法になってしまうので、以下、自明ではない例として中点公式を考える。

中点公式は、 ∫ xi+h

xi

f(x)dx ∼ hf(xi + h/2) (10)

とするものである。微分方程式
dy

dx
= f(x, y) (11)

に中点公式を使おうという時に困るのは、 y の値に何をいれればいいかわからないということである。

この困難は、数値積分が近似多項式の積分として与えられたということを思い出せば一応解決できる。中点公

式の場合、数値積分ではこれは f を f((x0 + x1)/2)で近似するということに相当した。同様なアイディアを
微分方程式に適用すれば、微分方程式の場合、 f を定数で近似し、解である y を一次式で近似する、つまり

ŷ(x) = y0 + f(x0 + h/2, ŷ(x0 + h/2), )(x − x0) (12)

という近似をする。これから、問題の中点での値を y1/2 と書くと

y1/2 = y0 + f(x0 + h/2, y1/2)h/2 (13)

と書けるわけで、これは y1/2 に対する代数方程式になっている。これを解けば数値解も求まるわけである。

これで求まった y1/2 を使って、次の数値解 y1 は

y1 = y0 + hf(xi + h/2, y1/2) (14)

と書ける。

数値積分と同じように、途中にとる点の数（RKでは段数に相当）をあげれば近似の次数が上がって精度をあ
げられる。普通の考え方は、点が n個なら n− 1次多項式ができる。ここでは途中の点の x 座標を x1, ....xn

と書き、構成された n − 1次多項式を Ln−1 と書くことにすると xk での「解」 yk について

yk = ys +
∫ xk

xs

Ln−1(x)dx, k = 1, 2, ...n (15)

がなり立つ。ここで 添字 s がつくのはステップの最初の値である、さらに

Ln−1(xk) = f(xk, yk), k = 1, 2, ...n (16)

がなり立つように yk と L を決め、それを積分して xe での解が求まるということになる。

と書くと非常に大変そうだが、係数をあらかじめ計算しておけば上の手続きが陰的ルンゲクッタ公式として

表現できる。

途中の点のとりかたであるが、普通に考えつく方法は等間隔のラグランジュ補間で、両端を含むようなもの

である。これは点の数 n に対して次数が n で、まあ悪くはない。また、両端の点を含むので、左端は計算し

なくていいことになりちょっと嬉しい。
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が、数値積分については、うまく点をとると n個で最大 2n 次を達成できるという素晴らしい結果が知られ

ている。もっとも高い次数を達成できるのは、n個の点を n次ガウス・ルジャンドル多項式の零点にとるも

ので、これを普通陰的ガウス公式という。これは 2点で 4次とか 4点で 8次の精度が達成できるなかなか結
構な公式である。

さらに結構なことに、上に述べた A-安定になっているわけである。

さらに、ルジャンドル多項式の性質（対称性）から、陰的ガウス公式は時間反転に対して対称であり、さら

にシンプレクティックでもあるということがわかっている。なお、これらのことからわかるように、陰的ガウ

ス公式では安定領域がちょうど左半平面全体であり、虚軸が境界になっている。

この、虚軸が境界になっているというのはまあ結構な性質ではあるが、問題によってはもっと強力に振動を

押え込みたいということもある。このような場合には、次数が 1下がるが Radau 法のような、右端の点を含
む公式を使うことがある。このへんのコードも前に紹介した Web サイトにある。

2.4 安定な公式を使う上での問題

前節で見たように陰的ガウス法は A-安定であり、基本的にはこれを使えば方程式が硬いということによる問
題は起きないといっていい。が、実用上は、この方法にはあまり嬉しくない特性、つまり、大規模な非線形

代数方程式を解かなければいけないという特性がある。

もちろん、線形多段階法のところで考えたような逐次（直接）代入法で答が収束すれば、これはたいした問

題ではない。しかし、実はこれはうまくいかない。つまり、陰的ルンゲ・クッタに対する逐次代入が収束す

る条件はリプシッツ連続条件

|f(x, y) − f(x, y′)| ≤ L|y − y′| (17)

が成り立っている時に、h < C/L (C は公式によって決まる定数だが、1 に近い)で与えられる。ところが、
L は定義から固有値の絶対値の最大値に等しいので、結局陽的な公式と同じように最大固有値でタイムステッ

プが決まってしまい、逐次代入法では A-安定性が失われてしまうのである。

それではいったいどうすればいいかということだが、要するに逐次代入なんていう手抜きな方法を使わない

で、もうちょっとまっとうな方法を使えばいい。通常使われるのはニュートン法による反復、つまり、方程式

を局所的に線形化し、その線形方程式の解を新しい近似解にする方法である。

原理を後退オイラー法の場合について説明しよう。もちろん、高次の陰的ルンゲクッタやあとに述べる陰的

線形多段階法でも理屈は同じである。後退オイラー法の場合、解くべき方程式は

ynew − hf(xnew, ynew) − yold = 0 (18)

である。ニュートン法による i 回目の近似値を y(i) と書くことにすると、f が y(i) の回りで

f ∼ f(x,y(i)) +
∂f

∂y
(y(i+1) − y(i)) (19)

と線形化されるから、 y(i+1) を求めるには以下の方程式

(
I − h

∂f

∂y

)
(y(i+1) − y(i)) = hf(xnew,y(i)) + yold − y(i) (20)

を解けばいいわけである。

すぐにわかるように、ニュートン法は方程式が線形であれば硬さに無関係に一回で収束する。つまり、逐次

代入法とは違って A-安定性を保てる。
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方程式が非線形の場合にうまくいくか、また、どれくらいの反復回数でうまくいくかというのはなかなか難

しい問題である。良く知られているように、ニュートン法は二次収束する、つまり、初期推定が十分に良け

れば誤差が一回反復するとまえの誤差の 2乗程度まで小さくなるという性質（これは、2 次の項の大きさか
らすぐに証明できる）があるので、うまい初期値が得られれば反復回数は少ない。

が、うまい初期値をとる一般的な方法はない。例えば陽的ルンゲクッタや陽的な線形多段階法で初期値を作

ることも考えられるが、これは系が硬い時には悪い推定値を出す可能性もあるからである。比較的うまくい

くのは、なにも考えないで y(0) = yold とする、また陰的ガウス公式であれば途中の値についてもそうする方

法である。

なお、もともとのニュートン法ではヤコビアンを反復毎に計算し直すが、これらの方法を実装する時には、

「収束しているうちはヤコビアンをそのまま使う」という方法で計算量を減らすのが普通である。

2.5 完全陰的ルンゲクッタ以外の方法

ここまでで見たように、ガウス法などの陰的ルンゲクッタは硬い方程式にたいして非常によい性質をもつが、

一つ大きな問題がある。それは、ニュートン法で解く方程式の大きさが、元の方程式の本数 N と公式の段数

p の積Np に比例するということである。

ニュートン法で方程式を解くときに、 LU分解（普通のガウスの消去法のことと思っていい）を使うとすれ
ば、計算量が行列の次元の 3乗で増える。つまり、公式の段数の 3乗ということになる。これでは、せっか
く高い次数の公式が作れるといっても実用性は低い。

ニュートン法ででてくる線形化した方程式自体を、LU分解ではなく適当な反復法、たとえば Gauss-Seidel
法、 SOR、共役勾配 (CG)法といったもので解くことも考えられるが、これらを使うとまたA-安定性が失わ
れたりすることになる。

これらの問題をあるていど回避するため、非常にさまざまな公式群が研究されている。以下にその例をあげる

2.5.1 ギアの後退差分公式 (BDF)

前に述べたように、計算量と精度の関係を見た時に線形多段階法はルンゲクッタに比べてかなり良いのが普

通である。特に陰的公式の時には、解くべき代数方程式が次数が増えても大きくならない。従って、線形多

段階法で比較的よい性質をもつものはないかということを考える。

ダールキストの結果によって、A-安定では 2次以上にならないということがわかってしまっているので、A-
安定の条件のほうをちょっと緩めてみる。緩め方にはいろいろあるが、ギア (C. W. Gear) の提案は、図 2の
ように原点近くで虚部が大きいところでは不安定でもいいということにしようというものである。

ギアはこのような領域で安定であることを硬安定ということにした。さらに、以下の形の公式

α0yi + α1yi+1 + ·αnyi+p = hβfi+p (21)

であれば、 p ≤ 6 の場合には硬安定な公式が存在することを示した。

係数の表は適当な参考書をみること。これは、現在でも多くのライブラリやパッケージソフトで使われている。

実際のプログラムの例は例えば http://www.netlib.org/ode/cvode.tar.gzといったものを見てみること。
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図 2: 硬安定の定義

2.5.2 半陰的ルンゲクッタ

これは無数にある。名前だけをあげると、ローゼンブロック法、 DIRK, MIRK, SIRK, SDIRK といったも
のがあり、現在盛んに研究されている。

まあ、実用上は、完全陰的なガウスや Radau 公式では問題があるという場合でなければ、わざわざこれらの
方法を使う意味はあまりないように思う。

3 次週予告

常微分方程式の話はこれでおしまいにして、最適化の話。なお、12/4 は休講にします。

4 練習

1. 陰的中点公式の安定性領域を求めよ。

2. van der Pol 方程式
d2x

dt2
+ x + ε(x2 − 1)

dx

dt
= 0 (22)

の数値解を、 ε = 0.1, 1, 10, 100 の時に適当な陰的公式と陽的公式（後退オイラーと前進オイラーでも
OK）で求めてみよ。

3. 2段 4次の陰的ガウス公式について

(a) ルジャンドル多項式の 0 点をとるということから公式を導け。

(b) 実際に線形系に適用して、4次精度であることと A-安定であることを確かめよ。

(c) 2変数以上の場合に適用出来るプログラムを作り、適当な非線形方程式を解いてみよ。例えば van
der Pol 方程式

d2x

dt2
+ x + ε(x2 + 1)

dx

dt
= 0 (23)
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で極度に非線形性の強い場合について、4次の古典的ルンゲクッタと解の精度、信頼性等を比較し
てみよ。

5 レポート

前々回、前回と今回の「練習」の中から、2つ以上を選んで解き、

1. プログラム

2. 実行結果

3. 考察

をまとめて提出すること。なお、提出は、メイルで

keisan-tenmongaku -at- margaux.astron.s.u-tokyo.ac.jp

あてに、 Subject を kadai-3 として提出すること。〆切は 12/11。
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